
Cours 13: Etat fondamental de (NLS)- smile it him.
Pour xt GrN, soit D(r)=-w*, reC0,t()).
On a

9(0) =0 et him & (r) =1.
r +t()

La dexities limite est hiviale si <eN; sixeG,
elle dicoule du comportement asympholique.
uld writer, alaw-rite, red.

De plus,
g'(r) = - 1- rm(n=- (n+ un"-(ull

=- (u(n" +2)-(all]



= - z(n(n-ni) - (ai)2]
=- (n-nit-(n'l") =((n)"-n+ uit].

Par la piece du Game 12.3,

E(r =(u) - n +pins 0 Freo,z(a)).

Done (all"s u2-I uPt, don
P+

g'rK E( -) up> 0 Kre(0,z()).

Ansi, I est inversible. So it 9:Icon inverse.

On a

g(0) =0, 4((B)=z().



Pour 30, on definit

vp(r) = =ra(r) +u(r) = - u(r)(f(r) - B), rE(0,tk)).
On a douc

V

E plul
0 si rags,o

vpH) 0 si i g(B). I >

f(B) z()
De plus, u sal's fait

+ I v- vp + PucrP" un =4p(),
ou 4p(r): =((p - 1) -z)u(rP +2u(r).

Une elude de fouchon elementaire monte qu'il exist



>0 et une unique fonction 5: (0,] ->(0,0)
continue it strictment dicroissante b.g.

Mol> 0, WIR) =0 et

+Be Co,), [4pH
<0 sircrl,

4p(i) > 0 si r < M(p).
-

On a douc z(t) -

of on conclut

rolieI!B =B0 t.q.

M(B) =f(B).



Posant v =V
Po 190= g(90), on conclub

que V satisfact

(B.1) Grtv-V
+paso, v o, our Co,sol,

v" + tv-v +pacP"v> 0, v 20, snr (80,z()).
Nous allows comparer v auc

w
= qui salic fait

(13.2) w" +wi -w +uw =
0 sur (0,t()).

me13.1 (then de comparaison fort
Supposons que, Hat

V salis for L

u" +f(x)4 +g(x)k =0 aur(a,b)



V" +f(V +G(x)V =0 sur(a,b),
awec G(1)/g(x) et UA, VAl =0, xe(a,b).
Si = Hal alors in Felabl

4(a)

arc egalite si Re V soul (in. dip.
Le mime resultat est vrai pour
4"+fU'thA)U =0, Uso S

our (a,b),
V" +f()V' +hexV =0, Vs o, ar(a,b).
Prenue: Identite de Picone.

On pent mower (cf. Kwong '89) que (13.2) est



non-oscillate, i.e. ancure solution non-hiviale
de (13.2) he posside an nombre infini de zeros.

Definition 13.1:On appelle intervalle de diconjugaison
de (1.2) Le plus I rand intervalle (d,) snr lequel il
exist me solution de (13.2) qui ne cannule pas.

Remarque 13.1: De fazon equivalente (par Starm),
Cd, c) est le plus grand intervalle sur lequel ancure
solution non-triviale he posside deuxzeros.

↳ lemme suivant(qui sort du cadre de a cours
downe and propriateimportante des EDO non-oscillates.



Lemme 13.2 [Kwong '89, Lemma 6]
Touk solution de (13.2) qui posside an zero days

Id,) est non-bornie. Remproquement, le dernier

zero de toute solution non-borne est das (d, 0).

Nous demonious maintenant la proprietecruciale dew.
Lemme 13.3: Pour aeGrN, w a un unique
zero ro ->(0,z()). De plus, WIEC61) <0 sideN

et him W(r = - a sixt P.
r+c

Prence:La fonction virl=rn'cri+Bu(i) sahisfait (13.1),
vol=B0x > 0 et V(z(a)) =z(x) n'It(si/<0 six tN

par le Game 12.3. Aisi, so est unique zero de



v dans (0,z()]. Soit ioc(0,z()) le premier zero

de w. Par L lemme 13.1, en comparant (13.2)
et (a premiere lique de (13.1), on deduct que
So -(0,50) (voscible plus vile que w). Aisi,

v" + tv-v +pacPr > 0, V 20,sur (ro,t()).

Comme W(r) =0 et r via pas dezero> so, he

lemme 13.1 implique que una pas d'anhe zero

dans (,z(a)). De plus, si d impossible
z(x) <, ceci reste vrai it

1.sur (r,t(x)], don' W(zCal) < 0.Toz(x)
So ro

W

Siz(x) =1,soit (d,cs) (intervalle V



de deconjugaison de (B.2). Alors dag.. En effet,
sid?So, alors house solution de (13.2) posside
unzero dans (8.19). So it me solution de

113.2) E.g. (90) =0, et soit is 8. 1.g. W(r) =0.
Alo

I par
le lemme 13.1, v doit avoir un zero

dans (80,5.). 4 Aisi, d<g.<ro, done west
me solution de (13.2) qui posside un zero dans
Id, 0). Par G lemme B3.2, b wiil=-c. It

me13.4: Soit x=G. Along in existe 90

Cel
que (2, x +9) CN.

Prence: Par as lemmes 13.3 e) 13.4, nows arous



%o -(d, cs), linkivalle de deconjugaison de (13.2).
So it is, in b.g.d<r,<r< F. Commer

w(il > 0 et w(ie) 30, in existe 930 b.g.
FE(x,2 +9), (ri) u(r) et (i) < u(re),
on5(r):=n(r; x). Ainsi, pour bout t(,x + 2)

doune, le graphe de a intersect le graphe de a

In un point is -> (5,, 5). Now allows montrer

qu'il exist is(ic,1) he) que (5) =0, don

-N. Supposons par labsurde que (r)s0 Frcis.
Nous moubous bout diabord

que "(il<u(w)
Fi> is.

Supposons par l'absurde I is > is L.q.[(al =n(ra)



of n-s 0 Sur (is,ru).
l

i

emeOn
remarque que t= =U-n I

↓isr
satisfact

13.3) z"+tz' +h(r) z =0, rt(r,r))

uP-P
ou k =

u-
- 1<pa_l Kreis, (a).

Comme (13.2) est an majorant de (13.3), w
do it avoir un zero days (is,rn). 4 Ansi, Is O

et (13.3) est un majorant de Sturm de (B.2)

sur (ig, 2). So it and solution de (B.2) telle

que wiisl=0. Comme iscd, h Gmme 13.2 dit

que
o nest pas borice of 1on pent supposes que



w(r) -> +2b (ies). De plus, is a saw his, as

par la remarque
13.1. Part lemme 13.1, on a

w(rFirst I
Fisis.

In integrant, is vient

IWio) - Inclia) = Inz(r)-luttial Fic> is,
don

z(r)=u(r)-n(r) < +a (reso),

c qui est impossible car oc(r)<u(r) pour
bout is is. It u(r) -0 lorsque +0.

Donc doit sanunler en un point is is. I



Lemme 13.5: So it 2FEN. Alors [4*,00) CN
d z:(x + ,0) - (0,0) est strictment dicroissante.

Srenue:Yout d'abord, Nest over dans (0,0)
par dependance continue on a de u(r;x):
Si =N, il existe > 0 b.g.n(;) < 0, done
pow a proche de 4, nCE; x/<0, d'on GEN.
Dauhe part, comme a he pent avoir de zero double,
an exercise facile donne z: N -> 10,00) continue.
Par L Game 13.3, WIEK*)) <0. Aisi, pour 20
assez pelit, on a

(*,2 +
+a)cN, f t(a=,xY+a),n(z(x+);x) < 0.



Par Le TVI, pour 2- (2+, x+9), i) existe

re(0,z(+) b.g. u(r; <) =0. Comme () est
he premier zero de a, on a z() r < z(27). On

diduit que z(a) est strickment. dicroissante

dans an voisinage adroite de at. On pose alo

x =
=sup[xx*;(a*,a)cNet z:(+,)+(0,0)

est strict. dicr. 3.
Supposons par absurde <a. Alors in exist

z(T): =hm z () - 10,0). Par continuite,
x- I

u(z));2) =0, doni -N. Parks arguments
dessus, on didn't que (2,2+9) cN et



z: (2,2 +2) -(0,0) strict, dir. pour EsO
assez pelit, ce qui confredit la def. de I. It
Preuse de la proposition 12.1: Par as lames 13.4

of 13.5, a contient an plus an point. Par le
Morine 12.1, G cuhleut bien un point. Aisi,
is exist 4o<1 b.g.G =Ex03. De plus, par
as humes 13.4 ef 13.5, (0,0) CN. Finalement,
is mxisle ancun 2,<4. t.g.4.EN car on

anrait alors (1,0)CN, dion Go - N. On

couclut
que N =K0,001 et P =(1,40). I



2

Show:

n "+ fan'+hxx)U = 0

U" +f(U= = -g(xdc - h()H

↳ g(x) =h(x)

V" +f(xV =
= - G(x)V = - h(x)V

↳ G(x) =h(x) <g(x)



nilede EKI: Soit (n)CN, n-2-EN.

Dabord, z(du) est borne, snow at G.

Supposons s.p.d-g-z(n) -> t, et, par labsurds,

z, ft(d). Comme u(z(n);<n) =0 Fm,

on a
par continuiti ulz,; x1)

=0. Par definition,
(A) < E.. On said que u'(t(x);2x)<0I
Mais on a aussi n'(zku);<n) <0

Mix)=0. #
I ⑰

Donc n'(;) =uIti;4) =0.4 ;x)10


